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Abstract 

Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring with perfect residue field k. We solve Berthelot's 
conjectures on the stability of the holonomicity over smooth projective formal V-schemes. Then we build a category 
of complexes of arithmetic D-modules over quasi-projective fc-varieties with bounded, F-holonomic cohomology. 
We get its stability under Grothendieck's six operations. 
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Introduction 

Afin d'obtenir une cohomologie p-adique sur les varietes algebriques sur un corps de caracteristique p stable par 
les six operations cohomologiques de Grothendieck (i.e., image directe, image directe extraordinaire, image inverse, 
image inverse extraordinaire, produit tensoriel, foncteur dual), Berthelot a construit une version arithmetique de la 
theorie des modules sur le faisceau des operateurs differentiels (voir F introduction |Ber02] puis dans l'ordre [Ber90|, 
|Ber96|, [BerOO]). Rappelons quelques elements de sa theorie : soient V un anneau de valuation discret complet 
d'inegales caracteristiques (0,p), de corps residuel k suppose parfait et de corps de fraction K, 7 un V-schema formel 
lisse et P sa fibre speciale. Dans la version arithmetique de Berthelot, le faisceau des operateurs differentiels usuels 
D est remplace par 2)1. Plus precisement, il construit le faisceau sur f des operateurs differentiels de niveau fini et 

d'ordre infini note T)y q ; ce dernier correspondant a la tensorisation par Q (indique par l'indice Q) du complete faible 
p-adique (indique par le symbole « t ») du faisceau classique Dy des operateurs differentiels sur 7. On dispose de plus 
de la notion de F-D'y ^-module, i.e., de 2)3p ^-module £ muni d'une structure de Frobenius, i.e. d'un isomorphisme 

2)y Q-lineaire de la forme F* (£) — > £ avec F* designant l'image inverse par l'endomorphisme (ou une puissance) du 

Frobenius absolu P — ► P. II a aussi obtenu une notion de F-T)y ^-module holonome en s'inspirant du cas classique : 

un F-T>rp Q-module coherent est holonome s'il est nul ou si la dimension de sa variete caracteristique est egale a la 

dimension de P. II conjecture surtout que les F-complexes de 2) J, ^-modules a cohomologie bornee et holonomes 
sont stables par operations cohomologiques (de maniere analogue a ce qui se passe dans la theorie classique). Malgre 
la resolution de cette stabilite dans quelques cas importants (e.g., image inverse extraordinaire par un morphisme 
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lisse, produit tensoriel externe, foncteur dual), voici ce qu'il restait a etablir : la stabilite de l'holonomie par produit 
tensoriel interne, image directe et image inverse extraordinaire (voir les conjectures [Ber02, 6.3.6]). Pour beneficier 
de coefficients p-adiques stables, une autre approche a ete de definir les D-modules arithmetiques surholonomes 
( IICar09 bl). D'apres Caro et Tsuzuki (voir [CT08]), les /""-complexes de D-modules arithmetiques surholonomes sont 
stables par les six operations cohomologiques de Grothendieck. De plus, les F -complexes de D-modules arithmetiques 
surholonomes sont holonomes. L'egalite entre ces deux notions equivaut d'ailleurs a la validation des conjectures ci- 
dessus sur la stabilite de l'holonomie (voir [Car09b, 8.2])). Ce travail s'attaque a ce probleme dans le cas ou le 
V-schema formel lisse (dans lequel se plonge une £-variete oil vivent veritablement les complexes de D-modules 
arithmetiques) peut etre choisi projectif. 

Abordons a present le contenu de ce travail. Soient CP un V-schema formel propre et lisse, Hq un diviseur ample 
de Po, 21 Fouvert de CP complementaire de Ho- En fait, comme le diviseur est ample, il ne coute pas grand chose 
de supposer que CP est le complete /j-adique de Fespace projectif sur V et Hq est un hyperplan defini par une des 
coordonnees canoniques. 

Soit £ un T>y( Jf Ho)q-modu\e coherent. Le resultat principal de la premiere partie de ce travail ( voir 1 1.3. 71 et la 
preuve de I2.1.U est que, quitte a rajouter des singularites surconvergentes (i.e. a augmenter Ho), £ est associe a un 
isocristal surconvergent sur Y, oil Y est un ouvert affine et lisse (dense dans une composante irreductible) du support de 
£. Remarquons que, pour donner un sens a ce resultat, la structure de Frobenius est superfiue grace aux recents travaux 
(|Car09c|). Cela nous a permis d'ameliorer et surtout de simplifier (par rapport a une version anterieure prepubliee de 
ce travail qui n'utilisait pas [Car09c| car ecrite avant) la preuve de ce resultat [1.3. 71 car on ne doit plus se preoccuper 
des compatibilites a Frobenius dans les constructions. Le premier ingredient technique permettant d'eviter le probleme 
du support de £ non lisse (la stabilite de la surholonomie nous permettait d'utiliser le theoreme de desingularisation de 
de Jong ; cette methode ne fonctionne plus a priori et il faut done innover) est Futilisation des operateurs differentiels 
« a la Mebkhout-Narvaez » (voir |MNM90|) et le theoreme de comparaison de Noot-Huyghe (qui n'est valide a priori 
que pour les V-schemas formels projectifs lisses). C'est l'unique raison technique pour laquelle nous nous sommes 
restraint aux V-schemas formels projectifs et lisses. Le second ingredient technique du a Kedlaya (voir [Ked05|) qui 
nouspermet de nous ramener aucas deja traite ou le support de £ est lisse (voir |Car09a|) est le fait que tout point ferme 
de CP possede un voisinage ouvert qui soit fini et etale sur un espace affine (ce dernier possede de facon remarquable 
une compactification lisse). 

Soit £ G F-D^ h (T>y(^Ho)o). Nous prouvons dans le deuxieme chapitre de ce papier (voir 12.1. Tl ) que si £|2l G 
F-Djj ol (D^ q) alors £ G F-D^ mhol (Dy «), i.e., £ est un F-complexe surholonome s'il est holonome en dehors des sin- 
gularites surconvergentes. Ainsi, dans le cas d'un diviseur ample, cela repond positivement a la conjecture la plus forte 
de Berthelot de |Ber02 6.3.6]. Donnons une esquisse de sa preuve : Fidee est de proceder par recurrence sur la dimen- 
sion du support note X de £. On peut en outre supposer que £ est un module. Or, d'apres la premiere partie, il existe 
un ouvert affine et lisse Y (dense dans une composante irreductible) de X tel que £ soit associe a un isocristal surcon- 
vergent sur Y. Comme les F-isocristaux surconvergents sur les £-varietes lisses sont surholonomes (voir |CT08 1), nous 
concluons la recurrence. Remarquons de plus que, comme il existe des isocristaux surconvergents sur des £-varietes 
lisses qui ne sont pas coherents ni a fortiori surholonomes, le theoreme 12.1.11 enonce ci-dessus est faux sans structure 
de Frobenius (voir l2.1.2b . Nous avons done besoin in fine de la structure de Frobenius pour valider la recurrence. Enfin, 
notons que la preuve de la surholonomie des F -isocristaux surconvergents de [CT08] utilise notamment la stabilite de 
la surholonomie par image directe par un morphisme propre, ce qui empeche a priori de verifier directement (i.e. sans 
la notion de surholonomie) l'holonomie des F-isocristaux surconvergents sur les £-varietes lisses. 

Le theoreme 12. 1 . II implique que F image directe (resp. F image inverse extraordinaire) par un morphisme de V- 
schemas formels projectifs et lisses d'un F-complexe holonome est un F-complexe holonome. Cette stabilite nous 
permet de construire les complexes a cohomologie bornee et F-holonome de D-modules arithmetiques sur les k- 
varietes quasi-projectives. Comme c'est le cas pour les complexes surholonomes, on obtient ensuite la stabilite par les 
six operations cohomologiques de Grothendieck de cette categorie de coefficients p-adiques. 

Notations. Soient V un anneau de valuation discret complet d'inegales caracteristiques (0, p), K une uniformisante, 
k son corps residuel suppose parfait, K son corps de fraction. On fixe s un entier et a : V — > V un relevement de la 
puissance s-ieme de Frobenius. Enfin, m designera par defaut un entier positif. 

• Si M est un V-module (resp. un groupe abelien), on pose Mk '■= M <E>v K (resp. Mq — M <g>z Q). Un module est 
par defaut un module a gauche. 
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• Pour tout V-schema formel faible lisse X\ on designe par Xq sa fibre speciale, X le V-schema formel deduit par 
completion p-adique. On note , le faisceau des operateurs differentiels d'ordre fini et de niveau m sur (e.g., 
voir |Car06a, 2]). Si t\ 1 . . . ,t<j sont des coordonnees locales deX^ et 3i, . . . ,3^ sont les derivations correspondantes, on 
designera comme d'habitude (voir MBer961 ) la base canonique de par d < - > ( m ). 

Pour tout ouvert affine £/ + de X\ on pose D$ = r(f/ + ,D^" ) ) et D ut K = r(f/ t ,D^ ) ) /f (qui ne depend ca- 
noniquement pas de m). On note D^)^ la completion /?-adique faible comme V-algebre de . Enfin, on pose 
Dl:=hm m D^. 

• Pour tout V-schema formel lisse X, on note Xq sa fibre speciale. Pour tout ouvert affine il de X, on pose : = 

rCii^Vli^rCii,^). 

• Si l'entier n ne pose aucune ambigui'te, on ecrira plus simplement Dk (resp. resp. D T , resp. flW) a la 
place de D „ t ^ (resp. D ( '"1 T , resp. L> + + , resp. d!^). 

• Nous reprenons les notations usuelles des operations cohomologiques que nous ne rappelons pas (e.g., voir 
HBer021 ou le premier chapitre de |Car09b)). 



1 Caracterisations des isocristaux surconvergents sur les schemas finis etales 
sur l'espace affine 

Soit X^ un V-schema formel faible lisse. Grace a Kedlaya (voir [Ked02] ou [Ked05|), il existe un ouvert affine 
dense de X^ et un morphisme fini et etale de la forme g : — > Ay . Nous etudions dans cette section les opera- 
teurs differentiels de Mebkhout-Narvaez (voir la fin de |MNM90] et les theoremes de comparaison de Noot-Huyghe 
avec la theorie de Berthelot des D-modules arithmetiques de |NH03|) sur un tel . Nous en deduirons une descrip- 
tion des isocristaux surconvergents sur (voir |1.2.5] >. Apres ce travail preliminaire, ce chapitre culminera avec le 
theoreme 1 1 . 3 . 7 1 q ui donne une condition suffisante pour qu'un I>-module arithmetique soit un isocristal surcoherent 
(voir [Car07, 6] et pour la version sans structure de Frobenius |Car09c|). Grosso modo, sur certains sous-schemas de 
l'espace projectif, dans la definition de la notion d'isocristal surcoherent, on peut affaiblir les hypotheses en remplagant 
surcoherent par coherent. 



I. 1 Complements sur les operateurs differentiels de Mebkhout-Narvaez 

Nous verifions ici que le foncteur section globale applique au faisceau des operateurs differentiels de Mebkhout- 
Narvaez commutent a l'extension d'un morphisme fini etale sur un espace affine (voir l 1.1.71 ). On en deduit facilement 

II. 1.81 Ces resultats nous serviront pour valider la caracterisation ll.24l des isocristaux surconvergents sur les schemas 
finis etales sur l'espace affine ou pour etablir le theoreme 1 1.3. 71 de la section suivante. 

Rappelons la definition de la completion p-adique faible donnee par Noot-Huyghe dans IN H03I 1.3] dans le cas 
d'une V-algebre non necessairement commutative : 

Definition 1.1.1. Pour tout entier Af, on note l'algebre des polynomes a indeterminees sur V non commutative 
(i.e. la V-algebre tensorielle de V N ). Soit A une V-algebre non necessairement commutative. On note A la completion p- 
adique de A et A^ le sous-ensemble de A des elements z tels qu'il existe une constante eel, des elements x\ , . . . ,x„ 6 A 
et, pour tout /' € N, des polynomes Pj 6 n^B,, tels que degPj < c( j + 1) et 

Z = Y, p j( x U---,x n )- 

L' ensemble A^ est une sous-V-algebre de A et se nomme « la completion p-adique faible de A en tant que V-algebre » 
ou «la completion p-adique faible de A » s'il n'y a aucune ambigui'te sur l'algebre de base V (dans notre travail, ce sera 
toujours sur V). On dira aussi que « z est engendre de maniere faiblement complete sur V par les elements x\,...,x n 
de A ». 
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Remarques 1.1.2. Avec les notations de II. 1.11 supposons c > 1 . Notons Rq — et, pour tout j G N, definissons par 
recurrence sur j > les polynomes £> 7 et Rj+\ en posant : Rj+Pj — Qj +Rj+\ ou (2y designe la somme des monomes 
de Rj+Pj dont la valuation ft-adique du coefficient vaut j tandis que Rj+i est la somme des autres termes. On dispose 
de l'egalite z = L/gn Q]ixi,...,x n ) avec deg Qj < c(j + 1 ) et tous les monomes de Qj ont une valuation 7i-adique egale 
a j (on remarque aussi que deg/? 7+ i < c(j + 1) et Rj+i G K-' +l B„). 

Lemme 1.1.3. Solent A une V-algebre, c£l, yi, . . . ,y n G A\ et, pour tout j G N, des polynomes Pj G %^B n tels 
que degPj < c(j + 1). Alors I'element z '■= L/'eN^jCyij ■ ■ ■ ,yn) appartlent a A\ Plus precisement, si y\, . . . ,y n sont 
engendres de maniere faiblement complete sur V par des elements xi,... ,x m de A, alors z est engendre de maniere 
faiblement complete sur V par x\, , . . ,x m . En particulier, on dispose de l'egalite A^ — (A^)^. 

Demonstration. Soit P(Y\ , . . . ,Y n ) =X'Y^n'\Y^(2) ■ ■ "^(r) avec <j)(l), ■■ ■,(])('") G {1, ... ,n} un monomede Pj avec A, G V. 
Par hypothese, v K (X) > j et r < c(j +1). Quitte a augmenter c, il existe x\ , . . . ,x m G A tels que, pour tout if = 1 , . . . , n, 
pour tout feGN.il existe des polynomes Py % G K k B m tels que degP,/ j. < c(k + 1) et yy = Y,keN P i' k( x li ■ ■ ■ i x m)- On 
obtient 

ki€N k,-EN 

Notons Pfa kr )(X u ...,X m ) :=X-P^ ikl (Xi,...,X m )---P^ ikr (Xi,...,X m ) les polynomes de B m apparaissant dans 

cette somme. Notons v K (P(j (l ^)) la valuation 7i-adique minimale des coefficients de P/^ kr y Par construction, 

Soit J un entier. Or, pour j fixe, Pj est une somme finie de tels monomes P. Comme V%(Pfi ili _ i i ir )) > j + L/=i ki> ^ 
enresulte qu'il existe un nombre fini de polynomes Pr^ j. r ) definis comme ci-dessus et tels que v lt (P^ l =J. Soit 
Qj(Xi, . . . ,X m ) la somme de tous ces polynomes P(k^...,k r ){X\, . . . ,X m ) tels que Vx(P(k l ,...£ r )) = J- A l° rs v n(Qj) >Jet 
z = Y.jenQj( x ii ■ ■ ■ ) x m)- 

II reste a majorer le degre de Qj : soit Pt^ k \ un de ces polynomes tels que Vn(P(h k r )) = ^ ■ ® n a a l° rs 
deg-fyi,...,*,) = Y0=\ <teE p M),ki - c £i=i ( k > + !)• Comme r < c(j + 1), comme J > j + £[ =1 k u on en deduit alors 
feS p (k u ...,k r ) < C ( J ~j + C U + 1)) < c(/+ l+c(/+l)) = c(l +c)(J+l). Posons C = c(l +c). On a done etabli 
deggy <C(/+1). D'ouleresultat. □ 

Le lemme ci-apres est immediat : 

Lemme 1.1.4. SoientN\,N2 G N, c G R ef, pour tout j G N, soientPj,Qj G 7I J B„ fefa ^Me degP^ < c(;'+A^i), deggy < 
c(j +N2). On definit des elements de V[ti, . . . ,t n ]^ en posant : z = LjGN^;( f l? ■ ■ ■ ,t n ), u = L, g nG;'(^i i ■ ■ ■ : l n)- 

1. II existe, pour tout k€N n et tout j G N, des polynomes Pj G % J B„ tels que degPj < c(j + Ni) et d <k> ^) (z) = 
T,jen p j{h, •••,?«)• 

2. II existe, pour tout j G N, des polynomes Rj,Rj G K'B„ tels que degRj < c(j + max{A^i ,A^}), degRj < c(j + 

N\ +Nl) et Z + U= Lj6N^'( f l: ■ ■ ■ Jn), zu = L;GN-^i( f l ) ■ ■ ■ A)- 

Lemme 1.1.5. Soient f : X' — » X m« morphisme fini etale de V-schemas formels lisses, y wn ouvert ajfine de X muni 
de coordonnees locales et y' := / _1 (y), -B := T(^,Ox), B' := r(y', 0%'). Le morphisme canonique CD^, — ► 
esf w« isomorphisms Le morphisme canonique / _1 D^ — > 2)^, induit est en fait un morphisme d'anneaux. Enfin, les 
morphismes qui en resultent B' ®bD% — * D' x ,, D' x ®bB' — > D^, sont des isomorphismes. 

Demonstration. Notons fj : Xj — >• X, (resp. B,-, Z?^) la reduction modulo n l+ de / (resp. B, B'). Via un calcul en 
coordonnees locales, on verifie que le morphisme canonique T>^ — > f*T>^ est un isomorphisme. Par un calcul 

analogue, on prouve que le morphisme f^ lr D^ — > T>^!\ induit via son inverse, est en fait un morphisme d'anneaux 

et que les morphismes B\ ®B i p >^ ) — > , D^"^ <8>b, — > £>^"^ induits en prenant les sections globales sont des 
isomorphismes. Par passage a la limite projective sur ;, puis passage a la limite inductive sur le niveau m, on en deduit 
le lemme. □ 
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En remplacant les faisceaux des operateurs differentials de Berthelot par ceux de Mebkhout-Narvaez, la verification 
de 1' analogue du lemme fT". 1.51 est techniquement plus delicate car la completion p-adique faible est moins maniable 
que la completion p-adique. Avant de traiter la partie (voir ll . 1 .Ti l moins aisee de cette analogie, donnons d'abord sa 
partie triviale : 

Lemme 1.1.6. Soit g : U'^ — > un morphisme fini etale de V-schemas forme Is faibles affines et lisses. Le morphisme 
canonique de -modules a gauche — ► g*D^ est un isomorphisme. On dispose de plus des morphismes 
canoniques de V-algebres D ™^ — ► D^]\\ — * 0^, t . 

Demonstration. Comme g est fini et etale, on verifie via un calcul en coordonnees locales (identique a celui de la 
preuve de ll. 1.51 ) que —* g*D^ est un isomorphisme. Via son inverse, on construite alors le morphisme canonique 
g- lr D$ -> D^f . On etablit ensuite par un calcul en coordonnees locales que celui-ci est en fait un morphisme de V- 
algebres. En prenant les sections globales, on obtient un morphisme de V-algebres — ► . D'ou, par fonctorialite 
de la completion p-adique faible de V-algebres, le morphisme DjJJ — ► Djffi. Par passage a la limite sur le niveau, 
cela donne le morphisme canonique de V-algebres : D^ t — > n . □ 

Proposition 1.1.7. Soientg : — *Ay un morphisme fini etale de V-schemas formels faibles lisses et :=r(f/^,0 £/ t) 
Les morphismes canoniques A' -lineaires induits (via U.l.fib 

A^ m D^^D^\ DW® VW A^DM\ (1.1.7.1) 

A^ v& D^D f vi , rf® v& -A f ^Dl, (1.1.7.2) 

sont des isomorphismes. 

Demonstration. Par symetrie et par passage a la limite inductive sur le niveau, contentons-nous de verifier que le 
morphisme canonique 8 : A^ (8) v ^t D^'"^ — » D^'^ est un isomorphisme. 

Comme A* est une V[f]t-algebre finie, V{f } A^ — ► A. II en resulte le premier isomorphisme : A* ®^wt 

£)(m) ^ ®v{t) D^" 1 " 1 — > A®v{/)-D^ — * , le dernier isomorphisme resultant de 11.1.51 (voir sa preuve). Cet 
isomorphisme compose s'inscrit dans le diagramme commutatif : 

At ® v& dW — ^ (1-1.7.3) 

,(»>) 
c/t 



A^ V& D^-^D^ 



Comme A' est une extension plate de V[f] T , comme flW'' et sont separes (pour la topologie p-adique), il en 

resulte que les fleches verticales de ll. 1.7.31 sont injectives. On obtient ainsi Finjectivite de 8. 
Prouvons a present la surjectivite de 8 via les etapes suivantes : 

0) Fixons quelques notations. Soient x\, . . . ,x s £ A* engendrant A^ comme V[fi, . . . ,f„]t-module. Notons X le 
vecteur colonne de coordonnees x\, . . . ,x s . 

• Pour tout a = (ai,...,a n ) < p m (i.e. a\,...,a n < p m ), soient A^) = (ojr )i<ij< s G M s (V[t\,. . .,t n ]^) tel que 

a<s>W(X)=Ata>X, (1.1.7.4) 

ou 9 - W (X) designe le vecteur colonne de coordonnees 3 - W (jci), . . . ,3 - W (x s ). II existe une constante reelle 
c> 1 et, pour tout k G N, des polynomes pjfy G 7C*B„ tels que deg/^f < c(Jfc+l) etaj^ = E^P^t/i, ■ ■ ■ ,t„). 

• Pour tout 1 < b < s, soit = {b\f)i<ij<s G M s (V[*i , . . . ,f n ]f) tel que 

x b -X=B {h) X, (1.1.7.5) 



5 



ou Xb X est le vecteur colonne de coordonnees XbX\,. . . ,XbX s . Quitte a augmenter c, il existe pour tout k G N, des 
polynomes P$ G n k B n tels que degfg < c(k+ 1) et verifiant = Lkm (*U ■ ■ • ,'»)• 

1) Soit z G • II existe alors des elements yi,...,;y e de D^™/ 1 tels que z soit engendre de maniere faiblement 

complete paryi, . . . ,y e , Comme D™^ est une V[t\ ,f„] T -algebre engendree parxi, . . . ,x s et par 8 < - > ( m ) pour a < p m , 
yi,...,y e sont alors engendres de maniere faiblement complete par x\, . . . ,x s ou Ton choisit x\ = 1, par t\, ...,t„ et par 
g<s>(m) p 0ur q < p m ii decoule alors de ll.l.3l que z est engendre de maniere faiblement complete par xi, . . . ,JCj, par 
fi , . . . ,t„ et par 3 < - > ( , ») pour a < p m . Posons N := n + s + n(p m + 1). II existe ainsi, pour tout / G N, des polynomes 
Pj G n J B N tels que degP, < c(J+l) etz = T,JeM p j{t\ , ■ ■ ■ ,t„,x h . . . ,*„9 <S> M ,a < p m ). 

2) D'apres les formules [Ber96 2.2.4.(ii) et (iv)], le passage de droite a gauche d'un polynome en t\, . . . ,t„ par 
rapport a un operateur de la forme 9 - M n'augmente pas le degre en t\ , . . . , t„. On peut done supposer que Pj est une 
somme finie de monomes de la forme : 

Mj = % ] P( h , ■ ■ -,tn)Ql (3 <S> W,« < P M )P1 (*!,..• ,*,) • • • Qr(d <a> ™ ,(L < p m )Pr(xx ,X S ), 

ou P est un monome de B n et, pour i = 1, . . . , r, Pi est un monome unitaire de B s et Qt est un monome unitaire B n i p m + iy 
avec toujours degM/ < c(J + 1) (en tant que monome de Bn)- 

3) Linearisation de P\{xi,...,x s ),...,P r {x\,...,x s ). En utilisant fl. 1.7.51 et via II . 1 .4l2l on verifie que, pour tout 
1 < u < r, il existe un vecteur ligne LW = . . . ,Zj ) a coefficients dans A* et, pour tout 1 < i < s et tout j G N, 
des polynomes L\f G 7i>B„ tels que deg^) < c(j + deg(P„)), = Zj&4f(f^ • • • .0 et . ■ ■ ■ > >**) = l(u)x - 
Remarquons que pour deg(P„) =0, onaeubesoind'avoir^i = 1 etqu'enfaitonpeutaffinerenremplacantdeg(L["') < 
c(/ + deg(P„)) pardeg(4" 3 ) < C (; + deg(P„) - 1). 

4) Passage de droite a gauche par rapport a 9 - M des combinaisons lineaires de x\, . . . ,X S a coefficients dans 
A. Pour tout a < p m , avec |Ber96 2.2.4.(iv)] puis via la formule de Leibnitz de |Ber96 l 2.3.4.1], on obtient : 

a<«>(„„ L (») x = ^ {f }a<^>(«)(LWx)9 <4> w = £ {f } £ /^J^-i-^w^wjA^xy^M 

/;<« /i<« H<a-h 

= £4"%9 < - >w , (1.1.7.6) 

ou 4" lS) = , . . . , ^ ):={f} Ev< 2 _ 4 { } 3 < ^-^-^' > (-) (L« est un vecteur ligne a coefficients dans A'. 

Or, d'apres H. 1.41 il existe, pour tout i= l,...,s et tout j G N, des polynomes L^ff G Tt-'-B,, tels que deg(Lj ! "'T' 1 ) < 

C (j + deg(P„) + 1) et = Zjal&fih,. . .,t n ). 

En resume : le passage de droite a gauche par rapport a 8 < - W des combinaisons lineaires de xi,... ,Xj coute 
l'ajout de « 1 » dans l'inegalite de la forme deg(L^j') < c(j +deg(P u ) + 1). Ce nombre 1 correspond aussi au degre 

des monomes & < - > ( m ) (car h < p m ). 

5) En reiterant le precede de l'etape 4), on verifie que Mj est egal a une somme finie de termes de la forme 

Rj = itlXQQF&to ,a < P m ) 

ou Q G B„( P '»+i) avec deg(Q) < deg(Qi) H ^deg(gr) < deg(M/), L = (/i, ... ,/ s ) est un vecteur ligne a coefficients 

dans A T tel que, pour tout i= 1, et tout j G N, il existe des polynomes L, ; - G -B,, tels que deg(L,-j) < c(j +deg(M/)) 
et k =Ljm %JL ij( t U ■ ■ ■ ,*n)' 

6) Conclusion. Posons Rjj := Lij{t\,. . . ,f«)2© < ~ >( '" ) < /' m ) G B„ +n ( ; yn +1 ). Ainsi, 

A', £ v, £t' 7^. 

i=i jen 

Comme deg(My) < deg(P/) < c{J+\), alors deg(g) < c(J+ 1) et deg(L, 7 ) < c(j + c(7+l)). D'ou : deg(Rjj) < 
c{j + c(J+l))+c(J+ 1) < c(l +c)(7 + 7 + 1). 
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Lorsque j et J sont fixes, l'ensemble des polynomes de la forme Rjj definis comme ci-dessus est de cardinal fini. 
Notons R j j la somme finie des elements de cet ensemble. On obtient alors la somme 

1=1 JjeN 

Comme deg(Rjj) <c(l+c)(/+ ;+ 1), il en resulte que '£jj €N n J+j Rjj G £> (m)t . □ 
Proposition 1.1.8. On garde les notations et hypotheses de \1.1.7\ Les morphismes canoniques 

D k ®D1 D W "> D l D ll ®flt 4^ "> D " 

sont des isomorphismes. 

Demonstration. D'apres [I.1.7l ® V ^A^ -—> D^. D'ou : 

D \ % ®flf D w ^ D \n v ®ot £» f ® VB t A f ^- Dl„ ® vfe] t A f . 

Or, comme A* est une V^-algebre finie, V{f } ® v r f » A 1 " -^-» A. Done, Z)l„ <8>v{r}A — > Dl B ® v r r itA' i '. L'isomor- 
phisme d! ®v{rj A £>], de ll.l.5l nous permet de conclure. □ 

1.2 Caracterisation des isocristaux surconvergents via les operateurs differentiels de Mebkhout- 
Narvaez 

Nous donnons une description des isocristaux surconvergents sur l'espace affine ( voir II. 2.2l et 11.2.31 ). Nous en 
deduisons ensuite, grace a la section precedente, une description des isocristaux surconvergents sur les schemas finis 
et etales sur l'espace affine (voir ll.2.5l l. 

Dans cette section, nous garderons les notations suivantes : soient CP := P'-J, l'espace projectif formel sur V de 
dimension n, Uo,...,u„ les coordonnees projectives de CP, Hq l'hyperplan defini par uq = 0, i.e., Hq := PJJ \ AJJ. On 
designe par Oj>(^//o)q (resp. T>Jp( f Ho)q) le faisceau des fonctions (resp. operateurs differentiels de niveau fini) sur CP 
a singularites surconvergentes le long de Hq (voir [Ber96] 4.2]). On pose de plus V-p^Ho)^, := Oy(^//o)Q ®Oj.q ^v^, 
ou Dy est le faisceau usuel des operateurs differentiels sur CP. 

D'apres le theoreme de comparaison de Noot-Huyghe (voir [NH97| ou [NH98|), on dispose dans cette situation 
geometrique de l'isomorphisme : d\ = D' ^ ^> r(y,Vj p ( Jf Ho)Q). Elle etablit de plus la formule : 



.K 



r(CP, X»5 3 ( + // ) Q ) = J £ |3ti < 1,3c > 1 tels que | % ,| < cT|^ I , 

ou t\ = ...,£„ = designent les coordonnees canoniques sur l'espace affine. 

1.2.1 (Theoremes de type A sur l'espace affine ou un de ses ouverts affines). Soit £ un Dy ( T i/o)Q-module coherent. 

• D'apres le theoreme de type A pour les Dy( T //o)Q-modules coherents (voir HNH971 ), E := r(CP, £) est un D* K - 
module coherent et le morphisme canonique 

VICHo)q® d i (1.2.1.1) 

est un isomorphisme. Ainsi, les foncteurs T(CP, — ) et CDJp(^//o)Q <8> B t — induisent des equivalences quasi-inverses entre 

la categorie des ©y( T //o)Q-modules coherents et celle des D^-modules coherents. 

• De meme, le foncteur r(CP, — ) induit une equivalence entre la categorie des COy(^//o)Q-modules coherents (resp. 
OyCHo)q -modules coherents) et celle des D^-modules coherents (resp. V[f]^--modules coherents). 
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• Pour tout ouvert affine it' C Ay, d'apres le theoreme de type A pour les D u , ^-modules coherents (voir MBer96l 
3.6.5]), le morphisme canonique 

D^ )Q D t /ff r(H',£)^£|ii' (1.2.1.2) 
est un isomorphisme. En combinant l 1.2.1 ,2| et | 1 .2. 1 . fl il en resulte que le morphisme canonique 

D^® D t^^r(il',£) (1.2.1.3) 

est un isomorphisme. 

1.2.2. Grace a Berthelot (voir [Car06b, 2.2.12] pour une version ecrite d'ailleurs plus forte), la categorie Isoc^A^/A') 
est equivalence a celle des (^i/o)Q-modules coherents, Oy( T //o)Q-modules coherents. D'apres les theoremes de 
type A (voir ll.2.n >. la categorie Isoc' (A'^, / K) est done equivalence a celle des D^-modules coherents, V[f] ^-coherents. 

Lemme 1.2.3. Soit E un D^-module, coherent pour sa structure induite de V[t] K -module. Les assertions suivantes 
sont equivalentes : 

1. E est un isocristal surconvergent sur A£ ; 

2. E est muni d'une structure de D K -module coherent prolongeant sa structure de D^-module ; 

3. Le morphisme canonique E — > D K ®r> K E est un isomorphisme. 

Demonstration. D'apres fl.2.21 2 1. Par noetheranite de Dk, E est D^-coherent et done 3 =>- 2. Supposons que E 
soit un isocristal surconvergent sur A£. Notons £ le Dy( T //o)Q-module coherent, 0;p(^i7o)<Qr mo dule coherent associe. 
D'apres 0CarO5l 2.2.8] (voir les notations de flCar05l 2.2.2]) le morphisme canonique £ — > Dy( + i/o)Q 8^^^ £ 

est un isomorphisme. II suffit alors d'utiliser les theoremes de type A pour respectivement les Djp (^//o)Q-modules 
coherents et les Dy( T //o)(j-modules coherents. □ 

Proposition 1.2.4. Soient g : — > Ay un morphisme fini etale de V-algebres formels faibles lisses et A^ := 
T(U\ O^t )• Soit E un K -module, coherent pour sa structure induite de A\-module. Notons g*{E) le D^-module 
V\t] K - coherent induit par E (ainsi, g* est le foncteur oubli). Les assertions suivantes sont equivalentes : 

1. La connexion de E est surconvergente, i.e., E est un isocristal surconvergent sur Uq ; 

2. La connexion de g* (E) est surconvergente, i.e., g t (E) est un isocristal surconvergent sur A n k ; 

3. Le morphisme canonique D^-lineaire g*(E) — > D K <g>D K g*(E) est un isomorphisme ; 

4. Le morphisme canonique D V i K -lineaire E — > D £/t K K (E) est un isomorphisme. 

Demonstration. Par 1LS07I 7.2. 15], on verifie l'equivalence entre les deux premieres assertions. II resulte de l'isomor- 
phisme de ll.l.6l (avec aussi un passage aux sections globales) que le morphisme canonique Dk ®v[r]+ ^ — > ^t/t k 
est un isomorphisme. Grace a ll. 1.7.21 il en resulte qu'il en est de meme du morphisme canonique : D^ K ®o K D^ K — > 
Dy t R . On en deduit l'equivalence entre[3]et|4] Enfin, l'equivalence entre [2]et[3]decoule de ll. 2. 31 □ 

Corollaire 1.2.5. Avec les notations de \1.2.4\ la categorie Isoc^f/o/A") des isocristaux surconvergents sur Uq est 
equivalente a celles des Z)^ t K -modules coherents, coherents pour leur structure induite de A K -module. 

Demonstration. Cela resulte aussitot des equivalences ll.2.4lll <^ ll. 2.4131 ^ 11. 2.4l4l et ll. 2. 3121 ^ 11. 2. 3131 □ 
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1.3 Caracterisation des isocristaux surcoherents sur certains sous-schemas de l'espace af- 
fine 

Dans la suite de cette section, nous conserverons les notations suivantes : soient V := P^ l'espace projectif formel 
sur V de dimension n, uq,...,u„ les coordonnees projectives de 7 (ou, par abus de notations, de P'-^ ou P?), Hq 
l'hyperplan defini par uq — 0, i.e., Ho := Pj? \ AjJ. On note fi = ...,t n = les coordonnees canoniques de l'espace 

affine. Soient U' un ouvert affine de A!?, it son complete p-adique, Tq := ¥ n k \ Uo le diviseur reduit de P£ dont le 
support est le complementaire de Uq. Soit v : <^-» t/ T une immersion fermee de V-schemas formels faibles affines et 
lisses, avec Fo integre et dimio = n — r pour un certain entier r. On suppose de plus qu'il existe un morphisme fini et 
etalego : Uq — > A£ tel que go(^b) C A£~ r ( grace aux travauxde Kedlayadans |Ked02] ou |Ked05|, cette hypothese est 
en fait generiquement valable). On note g : U T — > Ay le relevement de go. Les completes p-adiques de v ou g seront 
encore notes respectivement v ou g. 

Le resultat principal de cette section est la caracterisation de ll.3.7l des isocristaux surcoherents sur Yo. 

1.3.1. Comme W est un ouvert de A^ T , on obtient le morphisme canonique de restriction (pour tout niveau m) restr : 

( ffl I ( tit } 

D n1 — ► D J . Par fonctorialite de la completion p-adique faible puis par passage a la limite sur le niveau, il en resulte 

A v 

le morphisme canonique : 

restr : H ) Q ) D^^D*. (1.3.1.1) 

Remarques 1.3.2. Soit h : X'^ — SpfB^ — > SpfA^ = un morphisme fini et etale de V-schemas formels faibles 
affines et lisses. Soit M un B^--module coherent muni d'une connexion integrable M — > M ® B \ £2^, i.e., un D z t 

module coherent, B^-coherent. Soit M un B/f-module coherent muni d'une connexion integrable M — > M ®g£2~, i.e., 

un D^/jf -module coherent, B^-coherent. On designe par h*(M) (resp. /i*(M)) le D x t ^-module coherent induit via le 
morphisme D x ^ K — > D x ^ K (resp. Dx.k — > D%i K ) induit par h (voir l 1.1.61 ). 

On suppose qu'il existe un morphisme fij^-lineaire M — ► M commutant aux connexions et tel que le morphisme 
canonique induit Aa- ® A t h*(M) — > ft*(M) soit un isomorphisme commutant aux connexions. Dans ces conditions, le 
morphisme canonique induit Bk ®„t M — > M est alors un isomorphisme commutant aux connexions, i.e., est Z) s / jf- 
lineaire. 

Lemme 1.3.3. Soit a : P^T r ► Py V immersion fermee definie par u\ = 0, ...,u r = 0. Soient £ «n Dtp^ Ho)q-module 
coherent a support dans V"f r et E := T(P^, £). A/ora, r(P^ r , a ! (£)) nf =1 ker(f, : £ -> £). 

Demonstration. Notons CP' := P^~'', J 1' ideal definissant F immersion fermee a. On verifie par completion p-adique 
®pLv SjjTV^^. Avec les notations de MCar06bl 1.1.6], en ajoutant les singularites surconvergentes le long 
de Ho, par passage a la limite sur le niveau et tensorisation par Q, on obtient alors l'isomorphisme 2)1, ,p(tffo)Q — ► 
■DJ p ( t // ) Q /TO5 ) ( t //o)Q. Cela implique 

a ! (£) =D^( t // )Q® L a _ lB t (tflo)Q a- 1 £[^] ^ 03>( t flb)Q/30 3 .( t flb) Q ^^^oT^-r]. 

On remarque que 3 est engendre par les sections globales mi , . . . , w r et que 30y(^i/o)Q est engendre par les sections 
globales t \ , . . . , t r (en effet, uq est inversible dans 30y (tffb)o)- Via la resolution de Koszul induite par la suite reguliere 
des elements 1 1 , . . . , t r qui eng endrent 1' ideal JO a >( t i/ )Q de O v (^H )q, on calcule lK (a ! (£)) -^-> nf =1 ker(f,- : £ -> 
£). Or, comme £ est a support dans P^ r , le theoreme de Berthelot-Kashiwara implique 3f°(a ! (£)) — > a (£). D'oii 
a ! (£) fl; = j ker(f; : £—>£). On conclut en lui appliquant le foncteur section globale. □ 

Lemme 1.3.4. Soient p : 2J — > Z une immersion fermee de V-schemas formels affines et lisses, X\,...,x r des genera- 
teurs de Videal definissant p, £ un (F-)T> Z ^-module coherent a support dans Z'. On dispose alors de l'isomorphisme 

canonique :T(Z', P ! (£)) n^ =1 ker(x; : T(Z,£) ^T(Z,£)). 

Demonstration. On precede de maniere analogue a la preuve de ll. 3. 31 □ 
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Lemme 1.3.5. Soit a : Py r <^-» P v I 'immersion fermee definie par u\ = 0, ...,u r = 0. Soit p : Ay r Ay /e mor- 
phisme induit par a. Soif £ wn T)j,(^ Ho)tQ-module coherent a support dans P^' - '. £e diagramme canonique 

T(Pr r ,a ! (£)) j^=j -n; =1 ker(f ; - : r(P£,£) ^r(P»,£)) (1.3.5.1) 

r(Ar r ,a ! (£))_r(Ar r ,P ! (£|A^))^nL 1 ker( f( : r(A«,£) ^r(A£,£), 
ou les isomorphismes horizontaux proviennent de \1.3.3\ et \1.3.4\ est commutatif. 

Demonstration. Cela decoule de la construction des isomorphismes horizontaux. □ 

1.3.6 (Quelques equivalences de categories). D'apres [Car09a], on dispose du foncteur pleinement fidele spy Q ^ u + 
de la categorie Isoc(Fo/^0 des isocristaux convergents sur Yq dans celle des D^Q-modules coherents a support dans 
Yq. Son image essentielle est constitute par les 2)^ Q-modules coherents a support dans Yq tels que v ! (S) soit Oy.Q- 
coherent. 

D'apres [Car09c|, on dispose de l'equivalence spyt^_>£/t r + : Isoc^(Yq/K) — Isoc^ t (Yq/K) entre la categorie des 
isocristaux surconvergents sur Yq et celle des isocristaux surcoherents sur Yq. Cela correspond a une extension sans 
Frobenius du theoreme analogue de [Car07|, ce qui nous permet d'obtenir le theoreme |1.3.7| qui suit sans structure de 
Frobenius (et par la meme occasion, il est inutile de se preoccuper de la compatibilite a Frobenius des constructions, 
ce qui simplifie la preuve). 

Theoreme 1.3.7. Soit £ un DJp(^ Ho)q-module coherent tel que 8.\ilsoitdans I 'image essentielle de sp Fo ^ u + . II existe 
alors un isocristal surconvergent G sur Yq et un isomorphisme DJp^ To)q-lineaire : 

s Pr^£/t.7b,+ ( G ) £( f ?b). 

Autrement dit, £(' 7b) 6 Isoc^ T (Yq/K). De plus, si £ est muni d'une structure de Frobenius, alors £( T 7o) est surholo- 
nome ( voir l[CT08 J). 

Demonstration. Notons A T := F(U y , Gj/t), E := T(CP, £) et E' : = ® D t E oil l'extension restr : — > choisie 
pour calculer le produit tensoriel est celle induite par 1' immersion ouverte W C Ay, i.e., celle de II. 3. 1.11 Notons 
Y f := g~ 1 (Ay~ rt ), a : ? + — > A v ~ rt le morphisme fini etale induit par g. Soient w : Y f <^-> F t (resp. v : F 1 " C/ t ) 
un relevement de l'immersion fermee io *^-> Jo (resp. Yq <^-> t/o). Notons p : Ay Ay et a : Py - '"'' <^-> Py les 
immersions fermees canoniques. Les completes ^-adiques des morphismes de V-schemas formels faibles lisses se- 
ront designes abusivement par la meme lettre, e.g., P : Ay~ r =— > Ay ou a : W v ~ r <— » Py. Notons enfin x\,...,x n les 
coordonnees locales de U T correspondant via g* a t\, . . . ,t„. Posons G — nj" =1 ker(x,- : E' —*E'). 

I) Le module G correspond a un isocristal surconvergent sur Yo. 

Une des principales difficultes est d'etablir que le module G est un T(Y^ , Q Y i Q)-module coherent. La strategie est 
de se ramener via le morphisme g au cas ou la compactification de Yq dans Pq est lisse. On construit un Dj,( + 77o)q- 
module coherent en posant5F:= (^Hq)q ® D t g*(E'), oug*(E') designe le D^-module coherent induit par E' viag 
(voir lEOl . 

1) Verifions V isomorphisme "S\ Ay — ► g + (£|il). 

D'apres fl.2.1.31 r(Ay. 1) — ► D\ ® t g*(E'). Via ll . 1 .81 par associativite du produit tensoriel. il en resulte rf Ay . J) 

a v .a" v K 

K (g) fl t E' . D'un autre cote, d'apres fT.2.1.31 on dispose de Fisomorphisme canonique : D^ K (g> D t E — ► r(iX, £). 



D'ou : <g> t £" -^-> r(il,£). Nous avons ainsi etabli Fisomorphisme r(A v ,3 r |A v ) r(A' v ,g*(£|il)). Or, 
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comme g est fini et etale, g t (£.\ii) — ► g + (£|il) est un 2)1 -module coherent (en effet, F image directe par un mor- 
phisme propre conserve la -coherence). Done, d'apres le theoreme de type A sur les T)t n -modules coherents, 

2) Posons J£ := v ! (£|il). On obtient un CD- ^-module coherent 0^ ^-coherent en posant J£ := w+(3C). En effet, 
"K 6 Isoc^(Fo,i'o/^)> i- e -> 3£ est un Q-module coherent Oy,Q-coherent. De plus, comme dimio = dimio et comme 
Yq est lisse, Yq est alors une composante connexe de Yq. H en resulte que 

3) On dispose de Fisomorphisme 3|A^ — ► P + a + (J{). En effet, d'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara, on 
dispose de Fisomorphisme canonique £|il -^-> v+(3£). Or, d'apres Fetape 1), 3|A?J, g+(£|il). On en deduit : 

?\A" V ^ g+v+i'K) ^ g+v + {%) ^ p+a+(3£). 

4) Le faisceau 3" esf a support dans P" k r . 

Notons H\,...,H r les hyperplans de P" k correspondants a mi = 0, . . . , u, = 0. II resulte de Fisomorphisme de Fetape 3) 
que 31 est a support dans A^. Ainsi, pour tout s — l,...,r, J(^H S ) est un Dy(^H s Ui/o)Q- m odule coherent nul 
en dehors de H s UHq. Par ||Ber96l 4.3.12], on obtient $(<H S ) = 0. En utilisant le triangle de localisation en H s , on en 
tire WT} Hs (3") J. D'ou Rr^_ r (3 r ) -^-> 3 (voir HCar041 2.2.8]). Ainsi, 3 est a support dans V'f. 

5) Etablissons que 3,a ! (3) € Isoc^A^P^Viir) = Isoc^AJf ''/#). 

D'apres Fetape 4), il suffit d'etablir que 0C ! (3") S Isoc' ' (A^~ r /K). D'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara, il 
resulte de Fetape 4) que 0C ! (3) est un V~„_ r ( T Ho nP? _r )Q-module coherent verifiant oc+ oa ! (3) — » 3. D'apres la 

caracterisation |Car06b, 2.2.12], pour verifier que 0C ! (3) € Isoc^' (A^ r /K), il suffit alors d'etablir que oc ! (3)|Ay~ r est 
Q -coherent. Or, oc ! ($)\A\ r ^ p ! (3"|A'^). Avec Fetape 3), on en deduit alors a ! (3)|A^T r -^-> p ! p+a + (3C) 

a + (3C). De plus, comme a est fini et etale, a + (J{) -^-> a*(3C). Or, d'apres Fetape 2), 3C est un 0^ ^-module coherent. 
II en resulte que a + ('K) est en outre 0j«- r ^-coherent. 

6) Le module G est un isocristal surconvergent sur Yq et r(P'^T' , 0C ! (3) ) = a* (G). 

a) Comme a ! (3") e Isoc tf (A""7/:), d'apres[L221 r(P'-jT r , a ! (3)) est unD f „_ rt -module coherent, V[f r +i, . . . ,f„] t ®v 
/^-coherent. 

b) D'apres [133] comme E' = r(P'^,3), on obtient r(P^T'",a ! (3)) = n; =1 ker(r,- : E' -> £") = n; =1 ker(jc ; : E' -> 
£') = G. Comme r(F^,0p t ) est une V[f r+ i, . . . ,f„]^-algebre finie, il en resulte que G est un r(F^,0y| ^J^-module 
coherent. De plus, comme E' est un D V i ^-module, par un calcul en coordonnees locales, il en resulte que G est 
muni d'une structure canonique de Dy f ^-module telle que, en notant a*(G) le D A „- r f ^-module coherent induit via le 

morphisme canonique D A „-rt K — > Opt a: induit par a, l'egalite r(P^ r ,a ! (3)) = a*(G) ci-dessus estD A „-rt ^-lineaire. 

D'apres ["1.2. 41 il en resulte que G est un D~ t -module coherent, T(f\ Oyt V-coherent. 

7) L' isocristal convergent sur Yq induit par G est isomorphe a r(y ,3C) (rappelons que d'apres Fetape 2) T(y ,3C) 
est un isocristal convergent sur Yq). 

a) D'apres fl.1.81 le morphisme canonique de (d! „,d!,+ „)-bimodules d! ®_t £)! t — ► Z)|t est un isomor- 
phisme. On en deduit Fisomorphisme d! -lineaire : d\. k ® t £' < — D~ t -E 7 . Avec ll.3.4l et viale theoreme 

A V K u'l.K A V' K K 

A pour les ^D^ n _,- ^-modules coherents (resp. Dt n ^-modules coherents), en lui appliquant le foncteur ? ker(f, : 

? —*•?), on obtient le morphisme Dl _ r ^-lineaire du bas du diagramme suivant 

G = nf =1 ker(jci : E'^E') = n[ =1 ker(^ : E'^E') (1.3.7.1) 



n; =1 ker(x,- : ® t £' -> ® t £') n[ =1 ker(f,- : ot„ ® t £' ^ ® t £')• 
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Via un calcul imediat, ce diagramme est commutatif. 

b) Le terme en bas a gauche de |1.3.7.f1 est canoniquement isomorphe a r(y, !K). En effet, comme J£ ^(£111), il 
resulte de 1 1 . 3 .41 1' isomorphisme : r(y,!K) — > nj =1 ker(x; : r(it,£) — > r(il, £)). Or, on a verifie au cours de lapreuve 
de l'etape 1) l'isomorphisme K ® + E' — > £). D'ou le resultat. 

c) On calcule de plus que la fleche de gauche (resp. de droite) de ll .3.7. fl est ^-lineaire (resp. D A „- r f ^-lineaire). 

d) Via le theoreme de type A (plus precisement 11.2.1.31 . on verifie que l'injection r(P^,a'(30) C r(A^,a ! (3 r )) 

s'identifie au morphisme canonique E' — > Dl t D'apres [I.3.5.1| il en resulte que la fleche de droite de ll. 3.7.11 

a v ,a: l> k 

est isomorphe a l'injection r(P^T r ,a ! (3')) C r(A^ r ,a ! (3")) de l'isocristal surconvergent sur A^ - ' associe a <X ] (3 r ) 
dans l'isocristal convergent sur A^ r induit. Comme l'injection canonique F(P'^' , oc ! (5F)) C r(A'{T' ,oc ! (J - )) induit par 
extension l'isomorphisme V{t r+ \, . . . ,fn}®v[t r+1 r„]t r(I^ ' ,a ! (J - )) — ► r(A^ r ,a ! (3 r )), on en deduit que l'injection 
G <—> r(y , Jf) (fleche de gauche de |1.3.7.1| modulo l'isomorphisme de 7.b)) induit par extension l'isomorphisme 

v{r r+ i,...,^}® v[ff+li .,. )tn]t G^r(y,5c). 

e) Via a), b), c), d), on conclut grace a la remarque |1.3.2| 

8) Le module G est aussi un isocristal surconvergent sur Yq. 
Comme 3i = w + (!H), il resulte de 7) que les restrictions de G sur les composantes connexes Yq distinctes de io sont 
nulles. Ainsi, G est un isocristal surconvergent sur Yq. 

II) Construction de l'isomorphisme spyt^yt r + (G) — ► £(' 7b). 

Soient S := D yt _ Q ®D y ^ K G, v+(S) := v*(T> v ^ Y t M ®v ri Q 9) et v+(G) := r(U\T> v ^ Y t M ) ® DyU G. Mors, par 
(passage de droite a gauche de) HCar06al 2.4.1], v+(G) r(t/ + , v+(S)) et v+(3) IV ®D pt v+(G). 

Soit /':{/' C P'y l'immersion ouverte. On dispose, pour tout D^t -module M, d'un morphisme j^Dyi q ®D ut k 
M — > ^(Dyt q (gi£) t M) fonctoriel en M. Lorsque M = Dyt a - ' celui-ci est un isomorphisme. En appliquant ces 
deux foncteurs a une presentation finie de v+(G), on obtient un morphisme entre deux presentations finies. Par le 
lemme des cinq, il en resulte l'isomorphisme j^Dj/t Q ®d t v+(G) ^> j*C^u f Q ®d t v+(G)). Done, y'*v+(9) 
J^c/t.Q ®d u1k v + (G).T>'ou: 

sPri-^,r ,+ (G) =^( t7 b)Q®;,D £7t <J 7>+(S) ^ D;( + 7o)q ® Df/ ^ v+(G). (1.3.7.2) 

Posons 9 := w+(9) 1' image directe de 9 par w (attention, en tant que CD-module et non T> -module), V+(G) := 
r(f/^ , D^f q) ®D~ t G. Soient d\ , . . . , d n les derivations correspondantes aux coordonnees locales x\,...,x n . Un 

calcul classique donne v+(G) — ► ^T[3i,. . . ,3 r ] ®k G et, comme G = n£_j ker(x; : £' — > £'), on dispose alors du 
morphisme canonique D^t ^-lineaire : v+(G) — » £' (defini par 3,- ®x i— > 3 ( -x). 

Par transitivite de l'image directe, on obtient v + (9) — ■+ v+(3)- Comme 9 est un Dp + ^-module coherent tel que 

r(7',9) = r(F T ,9) = G, on en deduit (grace a nouveau a [Car06a, 2.4.1]) : v+(G) v + (G). D'oii le morphisme 
D V i ^--lineaire : v+(G) — > 

II en derive le morphisme D^,., -lineaire : t „ ®n , v+(G) ->£' = t „ <g>_t £■ Or, on beneficie d'apres 

r £/ 1 ,AT £/'X u< .K v 7 U',K D K r 

HNH03I 2.7.3.(ii)] de l'injection canonique : ;*D^ -> 2)jp( t r )Q. D'ou : r(f/ f , ) -> r(J , ,D3 p ( t 7b) Q ). Comme 
on dispose des morphismes canoniques D^ t — > r(f/ T , D^ t ) et T(7, 1>Jp ( 1 To)q) — > Dy( T ro)Q, il en derive par com- 
position : D' .,. — > DJp( t 7b)Q. En appliquant le foncteur ( 1 To)q <g> D t - a DL ® d .,. v+(G) DL (X> D t 

on obtient: DICt ) q ® Du ^v + (G) ^V^To^^E. Or, D+C^Q^t £ ^(t^Q^^D^^Q®^ 
£ — > 7o)q 0^1- ^-^j £ = £(^7b), le dernier isomorphisme resultant de ll. 2.1.11 D'oii : 

d5,( + 7o)q® D(/U v + (G) ^£( + 7b). (1.3.7.3) 
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En composant ll.3.7.2l et ll.3.7.3l on obtient le morphisme canonique : spyt^yt t + (^9 ~~ * £(^o)- Via flCar06al 
5.2.4], on verifie que est un isomorphisme en dehors de Tq. D'apres [Ber96, 4.3.12], comme est un morphisme de 
Dm ( 7o)(q -modules coherents, il en resulte que est un isomorphisme. 

□ 

Remarques 1.3.8. D'apres IINH031 2.7.3.(ii)] on dispose de l'injection canonique : — > D^,(^To)q. Comme 
Tq n'est pas forcement ample, on ne peut directement cone lure de [NH03| que cette injection induit par passage 
aux sections globales un isomorphisme. De plus, il n'est pas sur que Ton puisse dans ces conditions disposer de 
theoreme A pour les Dy(^7o)Q-modules coherents. Comme la preuve de ll. 3. 71 est de passer aux sections globales 
pour travailler avec les faisceaux des operateurs differentiels a la Mebkhout-Narvaez, a moins de disposer d'une idee 
nouvelle, l'hypothese que le Dj,(^7b)Q-module coherent £(^7b) provienne par extension d'un Dtp (^77o)Q-module 
coherent est indispensable (ce qui est important en fait est que Hq soit ample). 

2 Stabilite de l'holonomie 

2.1 Resolution des conjectures de Berthelot sur la stabilite de l'holonomie pour les V-schemas 
formels projectifs et lisses 

Le theoreme 12. 1 . ll ci-apres signifie que la conjecture |Ber02 5.3.6.D)] de Berthelot est verifiee lorsque le diviseur 
est ample. 

Theoreme 2.1.1. Soient CP un V -schema formel propre et lisse, Hq un diviseur ample de Pq, 21 1'ouvert de CP comple- 
mentaire de H . Soit £ G F-D^CDtpO H Q ) Q ) tel que £|2l G F-D^ ol (D^ Q ). Mors £ G F-D!> urhol (CD^ Q ). 

Demonstration. II existe une immersion fermee oco : Po PJ, telle que (P£ \A?) DPq = Hq. D'apres le theoreme 
de Berthelot-Kashiwara a o ao+(£) — > £. De plus £|2l est holonome si et seulement si ao+(£) (pour la version 
holonome du theoreme de Berthelot-Kashiwara, voir par exemple [Car09b, 1.14]). Comme ao+(£) estunF-CDt, ( + P£\ 

A^)Q-module coherent tel que £|A^ est un F-D~ n -module holonome, comme la surholonomie est preservee par 

image inverse extraordinaire, on se ramene ainsi au cas ou 3 = Piy et Ho = P^ \ A?. 

Nous procedons a present par recurrence sur l'ordre lexicographique (dimSupp(£),Af cm ax), oil dimSupp(£) de- 
signe la dimension du support de £ et A^max signifie le nombre de composantes irreductibles du support de £ dont la 
dimension vaut dimSupp(£), i.e., de dimension maximale. Le cas oil dimSupp(£) < 1 est deja connu (voir [CT08 
2.3.15]). Supposons done dimSupp(£) > 1. 

Pour tout entier j, M ; (£) est un F-Dj,(^//o)Q- m °dule coherent tel que £|2l est un F-D^ Q-module holonome. 

Or, pour etablir que £ G F-D^ mhol (Dy «), il suffit de verifier que, pour tout entier j, 3i' (£) est un Dy^-module 
surholonome. On se ramene ainsi a supposer que le complexe £ est reduit a un terme. 

Notons Xo le support de £. Soit il un ouvert affine de CP inclus dans 21 tel que io '■ = XoHUo soit integre, lisse et 
dense dans une composante irreductible de X de dimension dimX. Grace a Elkik (voir |Elk73], il existe un relevement 
v : V <— > il de l'immersion fermee Yq c — > Uq. D'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara, comme £|il est holonome 
et a support dans io. y! (£|^) est un F-Dy Q-module holonome. Par lBer02l 5.3.5.(i)], quitte a retrecir il et y, on 
peut supposer que v ! (£|il) est Oy ,Q-coherent. Notons 7b le diviseur reduit de Po complementaire de Uo (voir MCar07l 
1.3.1]). On peut supposer il muni de coordonnees locales x\,...,x n telles que y soit defini par l'ideal engendre par 
x\,...,x r . En outre, via | Ked05 , Theorem 2] (applique au point et avec les diviseurs irreductibles definis par x\ — 
0, . . . ,x r — 0), quitte a nouveau a retrecir Uq, on peut supposer qu'il existe un morphisme fini et etale go : Uq — > A n k 
tel que go(Yo) C A^ _r . Grace au theoreme |1.3.7| il en resulte que £(' 7b) est surholonome. On conclut la recurrence en 
utilisant le triangle de localisation de £ en Tq. □ 

Remarques 2.1.2. Le theoreme !2. 1.1 l est faux si le complexe £ n'est pas muni d'une structure de Frobenius (pour une 
version sans structure de Frobenius de la notion d'holonomie, on pourra consulter [Car09c]), meme en remplacant 
l'hypothese « £|2l G F-Dj^D^ q) » par « £|2l G ^--DsurhoiC-^si o) *• ^ n e ff et ' P our ce g enre de contre-exemple (i.e., 
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que se passe sans structure de Frobenius ?), il s'agit de revenir a l'exemple donne tout a la fin de [Ber96 1 par Berthelot ; 
situation oil CP = P v et A = G m ,t. D'apres cet exemple, il existe un CDy( T //o)Q-module coherent £ tel que £|2t soit Oa,Q- 
coherent et done q -holonome et ^-surholonome. Par contre, ce module £ n'est meme pas CD J, ^-coherent. 
Avec ce meme contre-exemple, le theoreme |2.1.4| est faux sans structure de Frobenius. 

Corollaire 2.1.3. Soient CP un V -schema formel propre et lisse, Hq un diviseur ample de Pq, 21 1'ouvert de CP comple- 
mentaire de Hq, Yq un sous-schema ferme lisse de Aq. 

II existe une equivalence entre la categorie F-Isoc^ (Yq /K) des F -isocristaux surconvergents sur Yq et la categorie 
des F-Dtp(' Ho)Q-modules coherents £ tels que £|2l soit dans Vimage essentielle de spy^^ + . 

Demonstration. D'apres OCar07l 2.3.1], on dispose d'une equivalence entre la categorie des F-isocristaux surconver- 
gents sur Yq et celle des F -isocristaux surcoherents sur Yq. Or, d'apres [Car09b|, les modules dans l'image de sp y() ^ a + 

sont holonomes. Par l2.1.ll cela implique qu'un F-C03p( + //o)Q-module coherent £ tel que £|2l soit dans l'image essen- 
tielle de spy + est un F-isocristal surcoherent sur Yq. La reciproque est immediate. 

□ 

Le theoreme !2. 1 . 1 I reste valable en remplacant « holonome » par « a fibres extraordinaires finies » (voir la definition 
OCar09bl 2.11 ou 0CarO8bl 1.3.11) : 

Theoreme 2.1.4. Soient CP un V -schema formel propre et lisse, Hq un diviseur ample de Pq, 21 1'ouvert de CP comple- 
mentaire de Hq et £ £ F -D b co ^(T>l 5 ,( < Hq)^). Si £|2t est a fibres extraordinaires finies alors £ £ F-D^ mhol (Dy q). 

Demonstration. La preuve est analogue a celle de |2.1.1| mais avec quelques modifications : on se ramene de meme au 
cas oil Pq = P£ et Ho = P2\ A?. On precede toujours par recurrence sur l'ordre lexicographique (dimSupp(£),A' cm ax)- 
Le cas dimSupp(£) < 1 resulte toujours [CT08, 2.3.15]. La difference ici est que Ton ne peut pas directement se 
ramener au cas oil £ est un module car la propriete d'etre a fibres extraordinaires finies n'est pas « a priori » verifiee 
pour les espaces de cohomologie CK'(£), / £ Z. Notons Xq le support de £. En remplacant |Ber02, 5.3.5.(i)] par 
[Car08b, 1.3.4] (avec l'egalite [Car08b, 1.3.2]), on verifie de maniere analogue (a la preuve de !2.1.U qu'il existe un 
ouvert affine il de CP inclus dans 21 tel que Yq : = Xq D Uq soit integre, lisse et dense dans une composante irreductible de 
X de dimension dimX et tel que les espaces de cohomologie de v (£|il) sont Oy,Q-coherents. Or, d'apres le theoreme 
de Berthelot-Kashiwara, pour tout entier r, v ! (CK r (£)|il) — > Ci'"(v ! (£|H)), qui est done Oy^-coherent. Notons Tq le 
diviseur reduit de Pq complementaire de Uq. En utilisant [Ked05 , Theorem 2], quitte a nouveau a retrecir Uq, on peut 
supposer qu'il existe un morphisme fini et etale go : Uq — > A|J tel quego(Yo) C A^ _r . Via le theoreme ll.3.71 il en resulte 
que (!K'~£)( T 7o) est surholonome. Comme (CK r £)( T ro) JC(£(^Tq)), le complexe £( T 7o) est done surholonome. 
On conclut la recurrence en utilisant le triangle de localisation de £ en To. □ 

Theoreme 2.1.5. Soient CP un V -schema formel projectif et lisse, £ £ F-D^ oh (Dy q). Les assertions suivantes sont 
equivalentes : 

1. Le F -complexe £ appartient a F-D^ ol (T)y q). 

2. Le F -complexe £ est a fibres extraordinaires finies. 

3. Le F -complexe £ appartient a F-D^ mcoil (Dtp q). 

4. Le F -complexe £ appartient a F-D s ur h i(-^j> q)- 

Demonstration. D'apres IICT08I . on sait deja|4]<^[3] Limplicationl3l=>T2lest claire. Supposons que £ £ F -D^ arcoh (T) ^ q) 
Pour tout entier j, W(E) est F-D^, Q-module surcoherent, et done surholonome avec |4] ^ E] D'apres [Car09b 
2.5], on en deduit que CK ; (£) est holonome. D'oil 1' implication [31 =>TTI Prouvons a present [T]=>|T] Supposons done 
£ £ F-D^ ol (Dy q). Comme CP est projectif, d'apres le theoreme de Berthelot-Kashiwara, on se ramene au cas ou 
CP = W$. Soit CK l'hyperplan de P$ defini par uq = 0, i.e. Hq := \ A" k . Alors, d'apresgTI] E^Hq) est surholonome. 
Via le triangle de localisation de £ en Ho, il en resulte que ffirL(£) est aussi holonome. En notant a : CK e — ► Py 
1' immersion fermee canonique, on obtient oc ! (£) a ! (RTt (£)). D' apres la version holonome du theoreme de 
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Berthelot-Kashiwara (voir MCar09bl 1.14]), on en deduit que 0C ! (£) est holonome. En procedant par recurrence sur n, 
on obtient alors la surholonomie de oc ! (£). D'ou la surholonomie de Mr} H (£) -^-> a+OC ! (£). Via le triangle de loca- 
lisation de £ en Hq, il en resulte que £ est aussi surholonome. Nous avons done prouve [Tl =^~4l Enfin, pour etablir 
rimplication[2l^T4lon procede de maniere analogue a la preuve de [Tl =>T4l modulo le remplacement de Futilisation du 
theoreme l2Xn par l2X4l □ 

D'apres la stabilite de la surholonomie (voir [Car09b|), on obtient le corollaire suivant qui repond positivement 
dans le cas projectif aux conjectures [Ber02 5.3.6.A),B)] de Berthelot. 

Corollaire 2.1.6. Soient f : 3 ' — > 3* un morphisme de V-schemas formels projectifs lisses, £ G F-£){j o] (Dp q), £' G 
F-D b U%,, Q )- Alors /+(£') G F-D b hol ^l Q ) et f (£) G F-D\ ol {% q ). 

2.2 Stabilite de l'holonomie par les six operations de Grothendieck sur les fc-varietes quasi- 
projectives 

Notations 2.2.1. Soit F une variete sur k. On suppose qu'il existe un V-schema formel 3 projectif et lisse, un diviseur 
T de P, un sous-schema ferme X de P tels queF :=X\T. On notera F-Hol(T, T,X/K) (resp. F-Surhol(3>, T,X/K)) la 
categorie des F-Dy ^-modules holonomes (resp. F-T>tp ^-modules surholonomes) £ a support dans X tels que le mor- 
phisme canonique £ — > £( + r) soit un isomorphisme. II resulte de !2. 1 ,5l que F-Hol( 7, T,X /K) = F-Surhol(CP, T,X/K). 
Or, d'apres [Car09b 4.15], la categorie F-Surhol(CP, T,X/K) ne depend a isomorphisme canonique pres que de Y /K, 
i.e., ne depend pas de tels T, X, T tels que Y = X \ T. II en est alors de meme de F-Hol('J',T,X /K). On la notera 
simplement F-Hol(Y /K) ou F -Surhol(F / K) . Notons que Ton definit sans structure de Frobenius Surhol(F/A'), alors 
que Wo\(Y /K) n'a pas de sens a priori (car on ne sait pas si l'holonomie sans structure de Frobenius est stable). 

Remarques 2.2.2. Soit Y une ^-variete affine. Choisissons une immersion fermee de la forme Y A" k . En notant X 
l'adherence de Y dans P£ et T le diviseur de complementaire de A" k , on obtient Y = X \ T. Les hypotheses de l2.2.1l 
sont done satisfaites pour les schemas affines. 

2.2.3 (F -7) -modules holonomes sur une variete). Soit Y une variete sur k. Lorsqu'il n' existe pas de V-schema formel 

7 projectif et lisse, de diviseur T de P, de sous-schema ferme X de P tels que Y — X \ T, d'apres [Car09b, 5.2], il est 

encore possible de construire la categorie F-Smhol(Y /K) en procedant par recollement (la situation est localement 

verifiee grace a I2.2.2I I. Avec cette remarque, on definit alors la categorie F-Hol(Y/K) de maniere analogue et on 

obtient F -Hol(F /K) = F-Surhol (Y /K) . 

Pour la commodite du lecteur, donnons brievement sa construction : avec 12.2.21 choisissons un recouvrement fini 

ouvert (la)aGA de Y tel que, pour tout a G A, il existe un V-schema formel projectif et lisse 7 a , un sous-schema ferme 

txB cxB 

X a de P a et un diviseur T a de P a tels que Y a —X a \ T a . Pour tous a, P et y G A, on note p l ■ T a x $ CPp — > la et p 2 : 
J 1 a x s 7p — » CPp les projections canoniques, X a $ l'adherence schematique de Y a flip dans P a x Pp (via l'immersion 
Y a nYp^Y a xYf i ^P a xPp),T a p = (pf)- 1 (T a )U(pf)- 1 (Tp). 

Soient jf : Y a n Fp C Y a , jf : Y a n Fp C Fp, f$ : Y a n Fp n Y y C F„ n F p , : Y a n Fp n Y y C Fp n Y y et yjf : 
Fx HFp HYy G F a nFy les immersions ouvertes. Pour i = 1,2, posons jf^' := Rrj^ ° (^7ap) o p™' 3 '. On definit de meme 

, c , .ocRy! .afiv! .afiY! 

les foncteurs j^' , j 13 H ' , j 2 %' . 

On definit la categorie F-Hol(Y, (F a , CP a , T a ,X a ) ae j^/K) de la facon suivante : 

- Un objet est constitue par la donnee, pour tout a G A, d'un objet £ a de F-Hol(CP a , T a ,X a /K) et, pour tous a, p G 
A, d'un isomorphisme dans ,F-Hol(CPa x CPp, r a p,X a p//T), 8 a p : y' 2 (£p) — > y'j (£ a ) ; ces isomorphismes 

verifiantla condition de cocycle Jif^Say) = Jif^C^ap) ^23^ (^py)- 

La famille d' isomorphismes (8 a p) a ,p £ A est appelee donnee de recollement de (£ a )aeA- 

- Les fleches ((£ a )aeA, (9ay) a ,|3GA) ~> ((£' a )aeA, (6ay)a,peA) de la categorie f-Hol(F, (F a ,5 ) a ,7 , a,A'a)aGA/^) 
sont les families de morphismes £ a — > £^ commutant aux donnees de recollement respectives. 

La categorie F -Hoi (F, (F a , J , a ,7 a ,X a ) ae A//T) ne depend pas du choix de la famille (F a , Ja, 7a,X a ) ae A et se notera 
F-Hol(Y /K). Ses objets sont les F-D-modules arithmetiques holonomes sur F. 
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2.2.4 (Complexes a cohomologie bornee et F-holonome de CD-modules arithmetiques sur une fc-variete quasi-projec- 
tive). Soit Y une variete quasi-projective sur k. II existe alors un V-schema formel CP projectif et lisse, deux sous- 
schemas fermes T, X de P tels que Y = X \ T. On note F -D\ o P> J ,X / K) (resp. {F-)D b sulhol CP, T,X/K)) la sous- 
categorie pleine de F-D^ ol (Dy ~) (resp. (F-)D b mhol (Dy Q )) des complexes £ a support dans X tels que le morphisme 
£ — » £(^r) canonique soit un isomorphisme. Or, d'apres [Car09b,, 4.18], la categorie ( J F-)Z)^' urhol (CP, T,X /K) est inde- 
pendante, a isomorphisme canonique pres, d'un tel choix de CP, X, T tels que Y = X \ T. On la note (F-)D b mho \{Y /K). 
D'apres 12X51 on obtient F -D b o{ {T J ,X / K) = F '-Z^ urhol (CP ,T \X / 'K) . On note done simplement F-D\ ol (Y/K) a la 
place de F-D^ ol (CP, T,X/K). Ainsi, F-D\jj/K) = F-D b mhol (Y /K). On designe par D% bol (Y/K) l'image essentielle 
du foncteur oubli F-D b ol (Y/K) -> D^holC W 

2.2.5 (Operations cohomologiques sur les &-varietes quasi-projectives). Soit b : Y' — > F un morphisme de varietes 
quasi-projectives sur k. Par |Car09bl 4.19] (il y a une faute de frappe, il faut d'apres la remarque [Car09K 4.22] enlever 
a priori la structure de Frobenius), on dispose alors des foncteurs b+,b\ : D b mhol (Y' /K) — > D b mhol (Y /K) appeles res- 
pectivement image directe et image directe extraordinaire par b. On en deduit la factorisation : b + ,b< : Dp hol (Y'/K) — > 
D^ hol (F/^T). De meme, avec MCar09bl 4.19], MCar09bl 4.22], llCT08l (ou MCar08al ). on dispose des foncteurs b + ,b' : 
D F hol (Y / K) — > Dp hol (F'/iT) appeles respectivement image inverse et image inverse extraordinaire par b, du foncteur 
dual By : D^Y/K) -> ^_ hol (F//:) et du produit tensoriel - ® 0y - : ^. hol (F/^) x D^OV*) ^ z) F-hoi( } '/^)- 
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